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Aufgabe 1 (jeweils 2 Punkte). Entscheiden Sie mit Beweis in jedem der folgenden Fille,
ob die Reihe 777 | a,, konvergiert:

() an=vnt+1—+mn, (i) a,= Wri_‘/ﬁ (iii) @, = %
: n+4 2"n)
(iv) an, = B e (V) a, = o

Wann liegt sogar absolute Konvergenz vor?

Hinweis: Fir diese Aufgabe diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass der Grenzwert

1 n
e := lim <1+ )

n—o0 n

existiert und 2 < e < 3 erfillt.

Lésung. (i) Eine Umformung wie im letzten Ubungsblatt liefert

1 1 1
— > > —.
vn+yvn+1 " 2n+1 " 3n

Also folgt durch Vergleich mit der harmonischen Reihe, dass Y., ; a,, divergiert.

Qn

(ii) Der zusitzliche Faktor von n~! macht die Reihe konvergent. Dazu schitzen wir diesmal

etwas anders ab:
1 1 1

VAR VaTD S

Da >, n~3/2 nach Vorlesung konvergent ist, konvergiert auch >0 | ay (sogar absolut)
nach dem Majorantenkriterium.

a

(iii) Unser Ziel ist, das Leibniz-Kriterium anzuwenden. Dazu schreiben wir

an, = (—=1)"by,
wobel
(n+ 1)t
b, = ———.
nn

Es gilt b, > 0 fir alle n € N. Es verbleibt zu zeigen, dass (b,,)nen eine monoton fallende
Nullfolge ist.



Wir zeigen zunéchst, dass (b,),eny monoton fallend ist:

by  (n4+1)"t (n+D)" (n+1)H)"  (n?+2n+1 n> .
bos1 n" (n+2)"  (nn+2)"  \ n2+2n ’

oder dquivalent b,,; < b, fiir alle n € N. Also existiert der Grenzwert lim,, .., b, > 0.
Weiter ist . [\t . |
m:("+> §@+).
n n n n

Nach dem Hinweis konvergiert der zweite Faktor, e = lim,, (1 + %)n Das liefert mit
den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Produkten konvergenter Folgen

. o1 1\"
Ogllmbngllm(l—i—) =0-e=0,
n—oo n

n—oo n,
also lim,,_, b, = 0. Die Konvergenz der Reihe >2°°, a, = >.°°,(—1)"b, folgt nun aus
dem Leibniz-Kriterium. Es liegt jedoch keine absolute Konvergenz vor, denn

1 I\ 1
== (14 1Y
n n n

und die harmonische Reihe ist divergent.
(iv) Die Reihe ist divergent, was erneut aus dem Vergleich mit der harmonischen Reihe
folgt. In der Tat folgt fiir alle n > 3

n+d  1+1
n2—3n+1 n-—3+

1
Qp = > —.
n

S|

(v) Wir wollen das Quotientenkriterium anwenden, dazu berechnen wir

anp1 2+ 1) n” _2(n+1)< n )n_2< 1 >".

a,  (n+Dmtt 2l 1 \n+1) T 141

Aus dem Hinweis und den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt

2
lim &L 2 o

n—oo an, e

also konvergiert die Reihe > 7° ; a,, nach dem Quotientenkriterium. O

Aufgabe 2 (10 Punkte). Bestimmen Sie alle Werte s € R (mit Beweis), fiir die die Reihe

o0

> (/n—1)

n=1
konvergiert.

Hinweis: Ungleichungen wie im Hinweis von Ubungsblatt 4, Aufgabe 3 sowie das Majo-
rantenkriterium kénnen nitzlich sein.

Losung. Fur n € N setze x,, := /n—1 > 0. Wegen lim,, ., 2, = 0 divergiert fiir s < 0 die
Folge (xf)nen bestimmt gegen +oo, ist also insbesondere keine Nullfolge und die Reihe



Yoo o, konvergiert nicht. Wir machen weiter mit dem Fall s > 1. Dazu verwenden wir
wie im Hinweis angedeutet die Ungleichung

aryr (O
nt = (k+1)!

fir alle [ > 0,k € Ny und n € N mit n > 2k + 2 (siche Beweis Ubungsblatt 4, Aufgabe
3). Wir setzen [ = x,, und erhalten

w1k
n, @We-1) "
nk = 2k1(k + 1)!
Umstellen dieser Ungleichung liefert

1
V=12 G

mit (von n unabhingier) Konstante Cy := 2 - ((k + 1)!)Y/*+1_ Potenzieren beider Seiten
mit s ergibt

S S 1
(Vn=1) < G —mm (1)
Fordern wir nun k > L= (solch ein k existiert nach dem archimedischen Axiom), so folgt

sk 1 1 s—1
k+1 S( k+1)>8< 11+1> S( s )

Da die Reihe 3°°° , n=%/(**1) nach Vorlesung konvergiert, folgt aus Ungleichung und

dem Majorantenkriterium auch die Konvergenz von Y °° | ({/n — 1)® fiir alle s > 1.

Es verbleibt, den Fall 0 < s < 1 zu untersuchen. Wegen 0 < z,, < 1 ist z; > x,. Wenn
wir also zeigen konnen, dass

iwn = i(f/ﬁ— 1) = +o0,

so folgt auch >°07 , o) = +oo fiir alle 0 < s < 1 nach dem Majorantenkriterium.

In der Tat: Fur alle k£ € N folgt wegen {/n < V/nF, dass

1 1
n " Sk

x

1 _k
oder n » >n n.

Damit schlieflen wir

L1 it n—l _l>n71 k41 1 _k 1 1—% n—1
n n =1mn-n nzznn Zn n n —_— 1 =

- —_ = n ,
k=0 k=0 Vi Ynl--=  n Yn-1

wobei wir die geometrische Summenformel verwendet haben. Umstellen ergibt dann fir
allen > 2

gno1x"ly n Y, 1
n2n M n 2n 2n

also divergiert >, x,, nach Vergleich mit der harmonischen Reihe.

Zusammenfassend: > °°  ({/n — 1)*® ist divergent fiir alle s € |—o0, 1] und konvergent fir
alle s € |1, 00]. O



Aufgabe 3 (5+5 Punkte). Seien (a,)nen und (b, )nen zwei Folgen positiver reeller Zahlen
mit der Eigenschaft
an

=1

(i) Zeigen Sie: Die Reihen }>7°, a, und >°°, b, sind entweder beide konvergent oder
beide divergent.

(ii) Entscheiden Sie (mit Beweis), fiir welche s € R die Reihe

konvergiert.

Léosung. (i) Wir behaupten, dass wir ein N € N wihlen konnen mit

n < b, < 2a,. (2)
2
fir alle n € N mit n > N. Angenommen, die erste Ungleichung stimmt nicht. Dann gibt
es fir beliebiges N € N ein n > N mit

an

— > by,
2

Das bedeutet aber fiir ein solches n, dass

a
—l="_1>2-1=1
by ’

an 1’ >
b, -

Qn,
bn
was ein Widerspruch zur gegebenen Konvergenz ist. Beachte, dass wir beim Weglassen
des Betrags die Positivitdt der Folgenglieder benutzt haben (ohne diese Annahme ist die
Aussage aus der Aufgabenstellung im Allgemeinen falsch!). Die Giltigkeit der zweiten

Ungleichung zeigt man analog. Mit folgt die gewiinschte Aussage nun aber sofort aus
dem Majorantenkriterium.

(ii) Fir s < 0 konnen wir Konvergenz sofort ausschlieen, denn die Reihenglieder bilden
in diesem Fall keine Nullfolge. Sei also s > 0. Unser Ziel ist, Aufgabenteil (i) anzuwenden.

Dazu setzen wir a,, := /1 + # —1>0und b, := 5= > 0 fir n € N und berechnen

2ns

an 1

1 2 L 2
- Ji+——1]) =2 ——n — .
bn ﬁs( n® ) eI+ 241 Jie L4

Hier haben wir die Identitat a—b = “2122 verwendet. Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte
folgt

g, = b
also konvergiert nach Aufgabenteil (i) die Reihe }>7°, a,, genau dann, wenn die Reihe
>o¢ by, konvergiert. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn s > 1 (wie aus der Vorlesung
bekannt). O



Aufgabe 4 (8+2 Punkte). Seien (a,,)neny und (b, )nen zwei Folgen reeller Zahlen, so dass
> | ap, konvergiert und (b, ),eny monoton und beschrénkt ist.

(i) Zeigen Sie: Die Reihe
> anb,
n=1

konvergiert.

Hinweis: Verwenden Sie das Cauchy-Kriterium und Abelsche partielle Summation
aus Tutoriumsblatt 5, Aufgabe 3.

(ii) Gilt die Aussage aus (i) auch fur alle beschrénkten Folgen (b,),en, die nicht not-
wendigerweise monoton sind? Beweisen Sie ihre Behauptung!

Beweis. Wir wollen das Cauchy-Kriterium anwenden, also zeigen, dass zu jedem € > 0
ein N € N existiert mit
n
Z akbk
k=m

fir alle m,n € N mit n > m > N. Wir setzen zunichst Sy := 0 und

n
Sn = Z Qg
k=1

fir n € N. Dann ist a; = S — Si_1 fir alle £ € N. Sei M € R eine obere Schranke
sowohl fir (b,),en als auch fiur (S, ),en (beide Folgen besitzen obere Schranken, da sie
konvergent sind. Wiahle dann das Maximum beider oberer Schranken). Definiere weiter
S = limy, 00 S = Y00 ax und b := lim, o b, (letzterer Grenzwert existiert, da mo-
notone, beschriankte Folgen nach Vorlesung konvergieren). Nach den Rechenregeln fiir
Grenzwerte ist dann lim,,_,o b,.5,, = bS.

<é€

Sei nun € > 0 gegeben. Sei N € N so gewahlt, dass fiir alle m,n > N
€ € €
bn n_b 90 bm m_b Y bm_bn PEVE
6,5, S\<3 |61, S. S|<3 | |<3M (3)
Setze N := N 4 1 und seien n > m > N (der Fall n = m folgt analog und ist leichter).
Dann folgt aus Abelscher partieller Summation

n n—1
> agby, = b,Sp — Si—1bm + Y Sk(be — bisa)
k=m k=m
n—1
= bnSn - Sm—lbm + Z Sk:(bk - bk+1) - Sm—l(bm—l - bm)
k=m—1
n—1
= bnSn - Smflbmfl + Z Sk(bk - bk+1>~
k=m—1

Wegen unserer Wahl von N und N in @B) istm—-—1>N—-1= N und damit

|bnSn - bm—lsm—1| - |bnSn —bS + bS5 — bm—ISm—l‘
2
< |bnSn — bS| + |bS — bm,18m71| < 58,



also
n

> ayby

k=m

n—1
Z Sk;(bk - bk+1) .

< 2
£ +

Den letzten Term schéatzen wir wie folgt mit der Dreiecksungleichung ab:

— n—1 n—1
S(br = brr )| <D0 |Sklbr — biga| <MD [by — byl
k=m— k=m—1 k=m—1

Da (b, )neny monoton ist (egal ob fallend oder steigend), ist

n—1 n—1 €
Z by — bs1| = Z by — b1 = |bm—1 — bn| < =

Kombinieren der letzten Ungleichungen liefert die Behauptung.

(ii) Fiir n € N setze
= b=

Dann konvergiert > >° ; a, nach dem Leibnizkriterium und lim,,_,, b, = 0, aber

> 1
Zannzzn——i—oo.

n=1

Natiirlich ist aber (b,,)nen nicht monoton.



